
  

BẤT ĐẲNG THỨC, CỰC TRỊ HÌNH HỌC 



    PHƯƠNG PHÁP   



    PHƯƠNG PHÁP 

 

Cách 1:   



    PHƯƠNG PHÁP 

 
Cách 1: Sử dụng các đẳng thức đã biết và kết hợp với các 
                bất đẳng thức quen thuộc như Cô-si, Bunhia,…   



    PHƯƠNG PHÁP 

 
Cách 1: Sử dụng các đẳng thức đã biết và kết hợp với các 
                bất đẳng thức quen thuộc như Cô-si, Bunhia,…  
 

Cách 2: Thực hiện 3 bước  



    PHƯƠNG PHÁP 

 
Cách 1: Sử dụng các đẳng thức đã biết và kết hợp với các 
                bất đẳng thức quen thuộc như Cô-si, Bunhia,…  
 

Cách 2: Thực hiện 3 bước 
      - Biểu diễn biểu thức theo 1 ẩn 𝒙  



    PHƯƠNG PHÁP 

 
Cách 1: Sử dụng các đẳng thức đã biết và kết hợp với các 
                bất đẳng thức quen thuộc như Cô-si, Bunhia,…  
 

Cách 2: Thực hiện 3 bước 
      - Biểu diễn biểu thức theo 1 ẩn 𝒙 
      - Tìm điều kiện của 𝒙  



    PHƯƠNG PHÁP 

 
Cách 1: Sử dụng các đẳng thức đã biết và kết hợp với các 
                bất đẳng thức quen thuộc như Cô-si, Bunhia,…  
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      - Biểu diễn biểu thức theo 1 ẩn 𝒙 
      - Tìm điều kiện của 𝒙 
      - Khảo sát hàm số 
  



Câu 1. Cho hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶 có 𝑆𝐴 vuông góc với 

(𝐴𝐵𝐶), đáy là tam giác vuông cân tại 𝐵, 𝑆𝐵 = 𝑎. Tính 

sin của góc tạo bởi (𝑆𝐵𝐶) và (𝐴𝐵𝐶) khi thể tích khối 

chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶 lớn nhất. 

 

 

 
 
  

A C

B

S



Giải: Ta có ((𝑆𝐵𝐶), (𝐴𝐵𝐶)̂ ) = 𝑆𝐵�̂� = 𝛼 

⇒ 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 = 𝑎 cos 𝛼 và 𝑆𝐴 = 𝑎 sin 𝛼. 

⇒ 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶 =
1

3
. (

1

2
. 𝑎 cos 𝛼 . 𝑎 cos 𝛼) . 𝑎 sin 𝛼. 

                  =
1

6
𝑎3. cos2 𝛼 . sin 𝛼. 

Xét hàm số 𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥2)𝑥 với 𝑥 ∈ (0; 1). 

Ta có 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 1 − 3𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥 = ±√3/3. 

Lập BBT ta có max 𝑓(𝑥) = 𝑓 (
√3

3
). 

 

Vậy, khi 𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 lớn nhất thì sin((𝑆𝐵𝐶), (𝐴𝐵𝐶)̂ ) = 
√3

3
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Câu 2. Cho hình chóp .S ABC  có 

1.SA SB SC  Mặt phẳng ( )  đi qua 

trọng tâm G  của hình chóp và cắt các cạnh 

, ,SA SB SC  lần lượt tại , , .A B C  Xác 

định vị trí của ( )P  để biểu thức 

1 1 1

. . .
Q

SA SB SB SC SC SA
 

đạt giá trị lớn nhất. 

 

 
 

G
'

C'

I
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B
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A
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Giải. Đặt , , .
SA SB SC

a b c
SA SB SC

 

Áp dụng bổ đề ta có 

     𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3.
𝑆𝐼

𝑆𝐺
= 3.

4

3
= 4. 

Lưu ý 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 1. Ta có 

𝑄 =
1

𝑆𝐴′. 𝑆𝐵′
+

1

𝑆𝐵′. 𝑆𝐶′
+

1

𝑆𝐶′. 𝑆𝐴′
 

 

    =
𝑆𝐴. 𝑆𝐵

𝑆𝐴′. 𝑆𝐵′
+

𝑆𝐵. 𝑆𝐶

𝑆𝐵′. 𝑆𝐶′
+

𝑆𝐶. 𝑆𝐴

𝑆𝐶′. 𝑆𝐴′
 

    = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≤
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

3
=

16

3
. 

Dấu " = " xảy ra khi 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 4/3. 
Khi đó (𝛼) //(𝐴𝐵𝐶). 
  

 

G
'
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A C
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Câu 3. Cho hình chóp .S ABC  có 

, , .SA a SB b SC c  Mặt phẳng ( )  đi qua 

trọng tâm G  của hình chóp và cắt các cạnh 

, ,SA SB SC  lần lượt tại , , .A B C  Tìm giá trị 

nhỏ nhất của biểu thức 

2 2 2

1 1 1
.Q

SA SB SC
 

 
 

 

G
'

C'

I

A C

B

S

A

B'



Giải. 
1 1 1

, , .x y z
SA SB SC

 Áp dụng bổ 

đề ta có 

    
𝑆𝐴

𝑆𝐴′
+

𝑆𝐵

𝑆𝐵′
+

𝑆𝐶

𝑆𝐶′
= 3.

𝑆𝐼

𝑆𝐺
 

⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 3.
4

3
= 4. 

⇒ 𝑄 =
1

𝑆𝐴′2
+

1

𝑆𝐵′2
+

1

𝑆𝐶′2
= 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

          ≥
(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑥)2

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
=

16

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
. 

Dấu " = " xảy ra khi  

4.

x y z

a b c
ax by cz

 

 

G
'

C'
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B
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Câu 4. Cho hình chóp .S ABCD  có đáy  là 

hình bình hành và K  là trung điểm của .SC  

Một mặt phẳng ( )P  chứa AK  và lần lượt cắt 

cạnh ,SB SD  tại ,M N  (khác ).S  Tìm 

GTNN và GTLN của biểu thức 

.
SM SN

T
SB SD

 

  

 
 

K

C

A D

B

S



Giải Câu 4. Gọi 𝑂 = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷, 𝐼 = 𝑆𝑂 ∩ 𝐴𝐾.  
Khi đó 𝑀, 𝐼, 𝑁 thẳng hàng. 

Đặt 
𝑆𝐵

𝑆𝑀
= 𝑥,

𝑆𝐷

𝑆𝑁
= 𝑦 ⇒ 𝑇 =

1

𝑥
+

1

𝑦
.  Áp dụng  

Bổ đề ta có 
𝑆𝐵

𝑆𝑀
+

𝑆𝐷

𝑆𝑁
= 2.

𝑆𝑂

𝑆𝐼
= 2.

3

2
= 3. 

Do đó 𝑥 + 𝑦 = 3. Suy ra 

𝑇 =
1

𝑥
+

1

𝑦
≥

4

𝑥 + 𝑦
=

4

3
⇒ min(𝑇) =

4

3
. 

Vì 𝑁 ∈ [𝑆𝐴] nên 𝑀 ∈ [𝐸𝐵] ⇒ 𝑥 ∈ [1; 2] 
⇒ (1 − 𝑥)(2 − 𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥(3 − 𝑥) ≥ 2 

 

⇒ 𝑥𝑦 ≥ 2 

⇒ 𝑇 =
1

𝑥
+

1

𝑦
=

𝑥 + 𝑦

𝑥𝑦
=

3

𝑥𝑦
≤

3

2
⇒ max(𝑇) =

3

2
.  

Dấu " = " xảy ra khi 𝑥 = 1, 𝑦 = 2 hoặc 𝑥 = 2, 𝑦 = 1. 
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Câu 5. Cho tứ diện ABCD  và M  là điểm thuộc 

miền trong của tam giác .BCD  Kẻ qua M  các 

đường thẳng song song với , ,AB AC AD  lần 

lượt cắt ( ),ACD  ( ),ABD  ( )ABC  tại , , .B C D  

Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

.
AB AC AD

T
MB MC MD

 

 
 

 
 
 
 

  

MB D

C

A



Giải Câu 5. 𝐵𝑀 ∩ 𝐶𝐷 = 𝐼, 𝑀𝐵′ //𝐴𝐵 (𝐵′ ∈ 𝐴𝐼). 
𝑀𝐵′

𝐴𝐵
=

𝐼𝑀

𝐼𝐵
=

𝑀𝐾

𝐵𝐻
=

𝑆𝑀𝐶𝐷

𝑆𝐵𝐶𝐷
.  Tương tự ta có 

𝑀𝐶′

𝐴𝐶
=

𝑆𝑀𝐵𝐷

𝑆𝐵𝐶𝐷
 và 

𝑀𝐷′

𝐴𝐷
=

𝑆𝑀𝐵𝐶

𝑆𝐵𝐶𝐷
. Suy ra 

𝑀𝐵′

𝐴𝐵
+

𝑀𝐶′

𝐴𝐶
+

𝑀𝐷′

𝐴𝐷
= 1. 

31 3 . .
MB MC MD MB MC MD

AB AC AD AB AC AD
 

. .
27.

. .

ABAC AD

MB MC MD
 Suy ra 

 

66
. .

3 3 27 3 3.
. .

AB AC AD ABAC AD
T

MB MC MD MB MC MD
 

Dấu " = " xảy ra khi 𝑀 là trọng tâm Δ𝐵𝐶𝐷. 

H

B'

I

MB D

C

A

K



 

Câu 6. Cho hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình 

bình hành. Mặt phẳng (𝛼) qua 𝑆 cắt các cạnh 

𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶, 𝑆𝐷 lần lượt tại 𝑀, 𝑁, 𝑃, 𝑄 thỏa mãn 

𝑆𝐴 = 2𝑆𝑀, 𝑆𝐶 = 3𝑃𝐶. Tính giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức 

𝑇 = (
𝑆𝐵

𝑆𝑁
)

2

+ 4 (
𝑆𝐷

𝑆𝑄
)

2

. 
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I
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C
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Giải Câu 6. HS tự nêu cách xác định 𝑁, 𝑄. 

Đặt 
𝑆𝐵

𝑆𝑁
= 𝑥,

𝑆𝐷

𝑆𝑄
= 𝑦.  Suy ra 

𝑥 + 𝑦 =
𝑆𝐵

𝑆𝑁
+

𝑆𝐷

𝑆𝑄
= 2.

𝑆𝑂

𝑆𝐼
=

𝑆𝐴

𝑆𝑀
+

𝑆𝐶

𝑆𝑃
= 2 +

3

2
 

Vì 𝑥, 𝑦 ≥ 1 và 𝑥 + 𝑦 = 7/2 nên 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 5/2. 

⇒ 𝑇 = 𝑥2 + 4𝑦2 = 𝑥2 + 4 (
7

2
− 𝑥)

2

 

 

         = 5𝑥2 − 28𝑥 + 49 với 𝑥 ∈ [1;
5

2
]. 

Sử dụng đạo hàm ta tìm được min(𝑇) = 𝑇 (
5

2
) = 

41

4
. 
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Câu 7. Cho hình lăng trụ 𝐴𝐵𝐶𝐷. 𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′. Mặt phẳng 

(𝛼) thay đổi  luôn song song hai mặt đáy cắt các đoạn 

thẳng 𝐴𝐵′, 𝐵𝐶′, 𝐶𝐷′, 𝐷𝐴′ lần lượt tại 𝑀, 𝑁, 𝑃, 𝑄. Xác 

định vị trí của (𝛼) để diện tích tứ giác 𝑀𝑁𝑃𝑄 nhỏ 

nhất.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

'

Q

P

N

M

D'

C'
B'

A D

B C

A



Giải Câu 7. Đặt 𝑆 = 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑆𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′ , 
𝐴𝐼

𝐴𝐴′ = 𝑥. Ta 

có 

          
𝑆𝐼𝑀𝑄

𝑆𝐴𝐵𝐷
=

𝐼𝑀

𝐴𝐵
.

𝐼𝑄

𝐴𝐷
=

𝐼𝑀

𝐴′𝐵′
.

𝐼𝑄

𝐴𝐷
= 𝑥. (1 − 𝑥). 

Tương tự  
𝑆𝐽𝑀𝑁

𝑆𝐵𝐴𝐶
=

𝑆𝐾𝑁𝑃

𝑆𝐶𝐵𝐷
=

𝑆𝐻𝑃𝑄

𝑆𝐷𝐶𝐴
= 𝑥(1 − 𝑥). Do đó 

𝑆𝑀𝑁𝑃𝑄 = 𝑆𝐼𝐽𝐾𝐻 − 𝑆𝐼𝑀𝑄 − 𝑆𝐽𝑀𝑁 − 𝑆𝐾𝑁𝑃 − 𝑆𝐻𝑃𝑄 

             = 𝑆 − 𝑥(1 − 𝑥). 2𝑆. 
Suy ra 𝑆𝑀𝑁𝑃𝑄 nhỏ nhất ⇔ 𝑥(1 − 𝑥) lớn nhất. Ta có 

     𝑥(1 − 𝑥) ≤
(𝑥 + (1 − 𝑥))

2

4
=

1

4
. 

 

Dấu " = " xảy ra khi 𝑥 = 
1

2
⇔ (𝛼) đi qua trung điểm các cạnh bên. 

 

'
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Câu 8. Cho hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình 

bình hành. 𝑀 di động trên cạnh 𝐵𝐶 (𝑀 khác 𝐵 và 

𝐶). Mặt phẳng (𝛼) đi qua 𝑀 và song song với 

𝑆𝐵, 𝐴𝐶. Tìm vị trí của điểm 𝑀 để thiết diện của 

(𝛼) và hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có diện tích lớn nhất. 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

C

A D

B

S

M



Giải Câu 8. Kẻ 𝑀𝑁 //𝐴𝐶 (𝑁 ∈ 𝐴𝐵), kẻ 𝑀𝑄 //𝑆𝐵 
(𝑄 ∈ 𝑆𝐶), kẻ 𝑁𝑃 //𝑆𝐵 (𝑃 ∈ 𝑆𝐴). 𝐵𝐷 cắt 𝐴𝐶, 𝑀𝑁 tại 
𝑂, 𝐸. Kẻ 𝐸𝑅 //𝑆𝐵 (𝑅 ∈ 𝑆𝐷). Thdiện là 𝑀𝑁𝑃𝑅𝑄. 
Ta có 𝑀𝑁𝑃𝑄 là hình bình hành, 𝑆𝑂 và 𝑅𝐸 đều đi 
qua trung điểm 𝐹 của 𝑃𝑄. Kẻ 𝑂𝐼//𝑆𝐵 (𝐼 ∈ 𝑆𝐷). 

Đặt (𝑆𝐵, 𝐴𝐶)̂ = 𝜑 và 
𝐵𝑀

𝐵𝐶
 = 𝑥 (0 < 𝑥 < 1). Ta có 

𝑆𝑀𝑁𝑃𝑄 = 𝑀𝑁. 𝑀𝑄. sin𝜑 = 𝑥𝐴𝐶. (1 − 𝑥)𝑆𝐵. sin𝜑 

𝑆𝑅𝑃𝑄 = 2𝑆𝐹𝑅𝑄 = 2.
1

2
. 𝐹𝑅. 𝐹𝑄. sin𝜑 = 𝐹𝑅. 𝐹𝑄. sin𝜑 

          = (
𝑥

2
. 𝑆𝐵) . (

𝑥

2
. 𝐴𝐶) sin𝜑 =

𝑥2

4
. 𝑆𝐵. 𝐴𝐶. sin𝜑 

 

 

⇒ 𝑆𝑀𝑁𝑃𝑅𝑄 = 𝑥 (1 −
3𝑥

4
) . 𝑆𝐵. 𝐴𝐶. sin𝜑 ≤

1

3
𝑆𝐵. 𝐴𝐶. sin𝜑. 

Dấu " = " xảy ra khi 𝑥 = 
2

3
 hay  

𝐵𝑀

𝐵𝐶
=

2

3
. 
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R
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E
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B

S
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Câu 9. Cho hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình  

thang, đáy lớn 𝐵𝐶 = 2𝑎, 𝐴𝐷 = 𝑎, 𝐴𝐵 = 𝑏, 

𝑆𝐴𝐷 là tam giác đều. 𝑀 di động trên cạnh 𝐴𝐵. 

(𝛼) đi qua 𝑀 và song song với 𝑆𝐴, 𝐵𝐶. (𝛼) cắt 

𝐶𝐷, 𝑆𝐶, 𝑆𝐵 lần lượt tại 𝑁, 𝑃, 𝑄. Tính giá trị lớn 

nhất diện tích thiết diện tạo bởi (𝛼) và hình 

chóp đã cho. 

 
 
 
 
 

 

B C

A

S

D

M



Giải Câu 9. Thiết diện là hình thang 𝑀𝑁𝑃𝑄. 
Đặt 𝐴𝑀 = 𝑥. Theo định lý Talet ta có 
𝑀𝑄

𝑆𝐴
=

𝐵𝑀

𝐵𝐴
⇒

𝑀𝑄

𝑎
=

𝑏 − 𝑥

𝑏
⇒ 𝑀𝑄 =

𝑎(𝑏 − 𝑥)

𝑏
. 

𝑃𝑁

𝑆𝐷
=

𝐶𝑁

𝐶𝐷
=

𝐵𝑀

𝐵𝐴
⇒ 𝑃𝑁 =

𝑆𝐷. 𝐵𝑀

𝐵𝐴
=

𝑎(𝑏 − 𝑥)

𝑏
. 

Suy ra 𝑀𝑁𝑃𝑄 là hình thang cân. Ta có 

𝑀𝑁 = 𝑀𝐼 + 𝐼𝑁 =
𝑥

𝑏
. 2𝑎 +

𝑏 − 𝑥

𝑏
. 𝑎 =

𝑎𝑥 + 𝑎𝑏

𝑏
 

𝑄𝑃

𝐵𝐶
=

𝑆𝑄

𝑆𝐵
=

𝐴𝑀

𝐴𝐵
⇒ 𝑄𝑃 =

𝐵𝐶. 𝐴𝑀

𝐴𝐵
=

2𝑎𝑥

𝑏
. 

 

⇒ 𝑆𝑀𝑁𝑃𝑄 =
𝑀𝑁 + 𝑃𝑄

2
. ℎ =

𝑀𝑁 + 𝑃𝑄

2
. √𝑀𝑄2 − (

𝑀𝑁 − 𝑃𝑄

2
)

2

 

                  =
√3𝑎2

12𝑏2
. (3𝑥 + 𝑏)(3𝑏 − 3𝑥) ≤

√3𝑎2

12𝑏2
. (

3𝑥 + 𝑏 + 3𝑏 − 3𝑥

2
)

2

=
√3𝑎2

3
. 
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Câu 10. Tìm giá trị lớn nhất thể tích 

khối chóp tứ giác đều có cạnh bên bằng 

𝑏. 
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Giải Câu 10. 

 
  



 

Câu 11. Cho khối chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶 có đáy là tam 

giác vuông cân tại 𝐵. Khoảng cách từ 𝐴 đến 

(𝑆𝐵𝐶) bằng √2𝑎, 𝑆𝐴�̂� = 𝑆𝐶�̂� = 900. Tính độ 

dài 𝐴𝐵 để thể tích khối chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶 nhỏ nhất. 
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Giải Câu 11.  
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