
  Chuyên đề Bồi dưỡng HSG Tỉnh 



 

Câu 1. Cho hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình 

vuông cạnh 1, 𝑆𝐴 vuông góc với (𝐴𝐵𝐶𝐷), côsin 

của góc giữa hai mặt phẳng (𝑆𝐴𝐷), (𝑆𝐵𝐷) bằng 

2/3. Điểm 𝑀 nằm trên cạnh 𝑆𝐴. Tính độ dài đoạn 

thẳng 𝐴𝑀 biết rằng (𝑀𝐵𝐶) chia khối chóp 

𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 thành hai khối đa diện có thể tích bằng 

nhau.  
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Giải. Đặt 𝑆𝐴 = 𝑎.  

 Ta có sin((𝑆𝐴𝐷), (𝑆𝐵𝐷)) = √5/3 (1) 

và sin((𝑆𝐴𝐷), (𝑆𝐵𝐷)) =
𝑑(𝐴, (𝑆𝐵𝐷))

𝑑(𝐴, 𝑆𝐷)
=

ℎ

𝐴𝐾
 (2) 

Vì 𝐴𝑆, 𝐴𝐵, 𝐴𝐷 đôi một vuông góc nên 

1

ℎ2
=

1

𝐴𝐵2
+

1

𝐴𝐷2
+

1

𝐴𝑆2
= 1 + 1 +

1

𝑎2
=

2𝑎2 + 1

𝑎2
 

⇒ ℎ =
𝑥

√2𝑎2 + 1
 (3)  

Ta có 𝐴𝐾 =
𝐴𝑆. 𝐴𝐷

√𝐴𝑆2 + 𝐴𝐷2
=

𝑎

√𝑎2 + 1 
 (4).  Từ (1), (2), (3), (4) ⇒ 𝑎 = 2 ⇒ 𝑆𝐴 = 2. 
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Giải. Ta có 𝑆𝐴 = 2. Đặt 𝑆𝑀/𝑆𝐴 = 𝑥 > 0. 

Kẻ 𝑀𝑁//𝐵𝐶 (𝑁 ∈ 𝑆𝐷). Ta có  

𝑉𝑆.𝑀𝐵𝐶𝑁

𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷
=

𝑥𝑦𝑧𝑡. (
1
𝑥 +

1
𝑦 +

1
𝑧 +

1
𝑡)

4
 

                =
𝑥. 1.1. 𝑥. (

1
𝑥

+ 1 + 1 +
1
𝑥
)

4
=

𝑥 + 𝑥2

2
 

Từ giả thiết suy ra   

     
𝑥 + 𝑥2

2
=

1

2
⇒ 𝑥 =

√5 − 1

2
⇒ 𝐴𝑀 = 𝑆𝐴 − 𝑆𝑀 = 2 −

√5 − 1

2
. 2 = 3 − √5. 
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Câu 2. Cho hình chóp 𝑂. 𝐴𝐵𝐶 có 𝑂𝐴,𝑂𝐵, 𝑂𝐶 đôi 

một vuông góc với nhau. Gọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 lần lượt là góc 

tạo bởi 𝑂𝐴, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶 với (𝐴𝐵𝐶). Tìm giá trị nhỏ 

nhất của biểu thức 

𝑆 = (3 + cot2 𝑥)(3 + cot2 𝑦)(3 + cot2 𝑧). 
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Giải. Kẻ 𝑂𝐻 ⊥ (𝐴𝐵𝐶). Khi đó 𝑥 = 𝑂𝐴�̂�, 𝑦 = 𝑂𝐵�̂�, 

𝑧 = 𝑂𝐶�̂� và
1

𝑂𝐻2
=

1

𝑂𝐴2
+

1

𝑂𝐵2
+

1

𝑂𝐶2
 

⇒ sin2 𝑥 + sin2 𝑦 + sin2 𝑧 =
𝑂𝐻2

𝑂𝐴2
+

𝑂𝐻2

𝑂𝐵2
+

𝑂𝐻2

𝑂𝐶2
 

                                                   = 1. 

Đặt 𝑎 = sin2 𝑥 , 𝑏 = sin2 𝑦 , 𝑐 = sin2 𝑧. Ta có 
 

                               1 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≥ 3√𝑎𝑏𝑐
3

⇒ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 1/27. 
Ta có  

𝑆 = (3 + cot2 𝑥)(3 + cot2 𝑦)(3 + cot2 𝑧) = (2 +
1

sin2 𝑥
) (2 +

1

sin2 𝑦
) (2 +

1

sin2 𝑧
) 
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                               1 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≥ 3√𝑎𝑏𝑐
3

⇒ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 1/27. 

Ta có  

𝑆 = (3 + cot2 𝑥)(3 + cot2 𝑦)(3 + cot2 𝑧) = (2 +
1

sin2 𝑥
) (2 +

1

sin2 𝑦
) (2 +

1

sin2 𝑧
) 

    = (2 +
1

𝑎
) (2 +

1

𝑏
) (2 +

1

𝑐
).  

Dự đoán 𝑆 nhỏ nhất khi 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1/3. Ta có 

     2 +
1

𝑎2
= 1 + 1 +

1

3𝑎
+

1

3𝑎
+

1

3𝑎
≥ 5√1/(27𝑎3)

5
 

Tương tự cho các BĐT còn lại. Suy ra  

                                           𝑆 ≥ 125√1/(27𝑎𝑏𝑐)3
5

≥ 125  (vì 𝑎𝑏𝑐 ≤1/27) 

Dấu " = " xảy ra khi 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1/3 hay sin 𝑥 = sin 𝑦 = sin 𝑧 = √3/3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

Câu 3. Hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình thoi cạnh 

bằng 2, 𝐴𝐵�̂� = 600, tam giác 𝑆𝐴𝐷 cân tại 𝑆 (𝑆𝐴 ≠

𝐴𝐷) và nằm trong mặt phẳng vuông góc với 

(𝐴𝐵𝐶𝐷). Biết rằng sin(𝑆𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) = √6/4. 

𝑎) Tính khoảng cách giữa 𝐴𝐵 và 𝑆𝐶. 

𝑏) Gọi 𝑀 là trung điểm 𝑆𝐷, lấy 𝑁 thuộc cạnh 𝑆𝐶 

sao cho 𝑆𝑁 = 2𝑁𝐶. Gọi 𝑃 là giao điểm của (𝐴𝑀𝑁) 

với 𝐵𝐶. Tính thể tích khối đa diện 𝐴𝑀𝑁𝑃𝐶𝐷. 
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Câu 3. 𝐻 là trung điểm 𝐴𝐷 ⇒ 𝑆𝐻 ⊥ (𝐴𝐵𝐶𝐷). 

Đặt 𝑆𝐻 = 𝑥. Từ giả thiết suy ra 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐷𝐶 là các 

tam giác đều cạnh bằng 2. Ta có 𝑆𝐴 = √𝑥2 + 1. 

sin(𝑆𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) =
√6

4
⇔

𝑑(𝐴, (𝑆𝐵𝐶))

𝑆𝐴
=

√6

4
. 

Ta có  

𝑑(𝐴, (𝑆𝐵𝐶)) = 𝑑(𝐻, 𝑆𝐵𝐶)) = 𝐻𝐾 

                         =
𝐻𝑆.𝐻𝐶

√𝐻𝑆2 + 𝐻𝐶2
=

𝑥. √3

√𝑥2 + 3
 .  

Từ đó suy ra 𝑥4 − 4𝑥2 + 3 = 0 ⇒ 𝑥2 = 3, 𝑥2 = 1. 

Vì 𝑆𝐴 ≠ 𝐴𝐷 nên 𝑥2 = 1 hay 𝑆𝐻 = 1. 
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Câu 3. Vậy 𝑆𝐻 = 1. 

𝒂) Tính khoảng cách giữa 𝑨𝑩 và 𝑺𝑪. Ta có 

𝑑(𝐴𝐵, 𝑆𝐶) = 𝑑(𝐴𝐵, (𝑆𝐶𝐷)) = 𝑑(𝐴, (𝑆𝐶𝐷)) 

                     = 2𝑑(𝐻, (𝑆𝐶𝐷)) = 2𝐻𝐽 

                     = 2.
𝐻𝑆. 𝐻𝐼

√𝐻𝑆2 + 𝐻𝐼2
 

                     = 2.
1.

√3
2

√1 +
3
4

=
2√21

7
. 
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Câu 3. 𝒃) Gọi 𝑄 = 𝑀𝑁 ∩ 𝐶𝐷 
⇒ 𝑃 = 𝐴𝑄 ∩ 𝐵𝐶. Áp dụng định lý 
Menelaus cho Δ𝑆𝐶𝐷 với cát tuyến 
𝑀𝑁𝑄 ta có 

    
𝑀𝐷

𝑀𝑆
.
𝑁𝑆

𝑁𝐶
.
𝑄𝐶

𝑄𝐷
= 1 ⇒ 1.2.

𝑄𝐶

𝑄𝐷
= 1 

⇒ 𝐶 là trung điểm 𝐷𝑄 
Ta có 𝑉𝐴𝑀𝑁𝑃𝐶𝐷 = 𝑉𝑀.𝐴𝐷𝑄 − 𝑉𝑁.𝐶𝑃𝑄. 

Ta có 

𝑉𝑀.𝐴𝐷𝑄 =
1

3
. (

1

2
. 2.4. sin 600) .

1

2
 

              = √3/3.  

𝑉𝑁.𝐶𝑃𝑄 =
1

3
. (

1

2
. 1.2. sin 600) .

1

3
=

√3

18
⇒ 𝑉𝐴𝑀𝑁𝑃𝐶𝐷 =

5√3

18
. 
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Câu 4. Lăng trụ đứng 𝐴𝐵𝐶. 𝐴′𝐵′𝐶′ có 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝑎, 

góc giữa (𝐴′𝐵𝐶) và (𝐵𝐶𝐶′𝐵′) bằng 450. Trên cạnh 

𝐵𝐵′ lấy điểm 𝑀 sao cho 𝐵′𝑀 = 2𝐵𝑀. Biết rằng 𝐴′𝑀 

vuông góc với 𝐵′𝐶. Tính thể tích khối lăng trụ 

𝐴𝐵𝐶. 𝐴′𝐵′𝐶′. 
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Giải. Đặt 𝐴𝐴′ = 𝑥. Kẻ 𝐴𝐻 ⊥ 𝐵′𝐶′ (𝐻 là trung điểm 
𝐵′𝐶′). Kẻ 𝐻𝐾 ⊥ 𝐵𝐶 (𝐾 là trung điểm 𝐵𝐶) 
⇒ 𝐴′𝐾�̂� = 450 ⇒ 𝐴′𝐻 = 𝐾𝐻 = 𝐴𝐴′ = 𝑥. 
Đặt 𝐵𝐴�̂� = 𝛼. Ta có  

     𝐴′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵′𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )(𝐵′𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

                        = 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵′𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                        = −𝑎2 + 𝑎. 𝑎. cos 𝛼 +
2

3
𝑥2 = 0 (1). 

Trong tam giác vuông 𝐴′𝐵′𝐻 ta có  

𝑥 = 𝐴′𝐻 = 𝐴′𝐵′. cos𝐵′𝐴′�̂� = 𝑎. cos
𝛼

2
 (2). 

 

Từ (1), (2)suy ra − 1 + (2cos2
𝛼

2
− 1) +

2

3
. cos2

𝛼

2
= 0 ⇒ cos

𝛼

2
=

√3

2
⇒ 𝛼 = 600 

⇒ 𝑉𝐴𝐵𝐶.𝐴′𝐵′𝐶′ = 𝑆𝐴𝐵𝐶 . 𝐴𝐴′ =
√3𝑎2

4
.
√3𝑎

2
=

3𝑎3

8
. 
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Câu 5. Cho hình chóp tứ giác đều 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có 

cạnh đáy bằng 𝑎. Mặt phẳng (𝛼) đi qua 𝐴 và 

vuông góc với 𝑆𝐶 tại 𝐶′ đồng thời cắt 𝑆𝐷 tại 𝐷′. 

Biết rằng 
2
.
3

SD

SD
 Tính thể tích khối chóp 

𝐴. 𝐶𝐷𝐷′𝐶′. 
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Câu 5. Gọi 𝑂 = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷 ⇒ 𝑆𝑂 ⊥ (𝐴𝐵𝐶𝐷). 

Vì (𝐴𝐶′𝐷′) ⊥ 𝑆𝐶 nên 𝐴𝐶′ ⊥ 𝑆𝐶, 𝐶′𝐷′ ⊥ 𝑆𝐷. 

Đặt 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷 = 𝑥 ⇒ 𝑆𝐷′ = 2𝑥/3. 

Ta có cos 𝐵𝑆�̂� =
2𝑥2 − 𝑎2

2𝑥2
⇒ 𝑆𝐶′ =

2𝑥2 − 𝑎2

3𝑥
. 

Xét tam giác 𝑆𝐴𝐶′ và 𝑆𝐴𝐶 ta có  

       
𝑆𝐶′

𝑆𝐴
= cos 𝐴𝑆�̂� ⇒

2𝑥2 − 𝑎2

3𝑥2
=

2𝑥2 − 2𝑎2

2𝑥2
 

⇒ 𝑥 = √2𝑎 ⇒ Δ𝑆𝐴𝐶 đều cạnh √2𝑎. Ta có 

         
𝑉𝐴.𝐶𝐷𝐷′𝐶′

𝑉𝑆.𝐴𝐶𝐷
= 1 −

𝑉𝑆.𝐴𝐶′𝐷′

𝑉𝑆.𝐴𝐶𝐷
= 1 −

1

2
.
2

3
=

2

3
 

 

⇒ 𝑉𝐴.𝐶𝐷𝐷′𝐶′ =
2

3
. 𝑉𝑆.𝐴𝐶𝐷 =

1

3
𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

3
.
1

3
𝑎2.

√6𝑎

2
=

√6𝑎3

18
. 
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Câu 6. Cho hình chóp 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 có đáy là hình 

vuông cạnh bằng 𝑎, 𝑆𝐴 = 2𝑎 vuông góc với 

(𝐴𝐵𝐶𝐷). Gọi 𝑀,𝑁 lần lượt là trung điểm của 

𝐴𝐵, 𝑆𝐶.  

𝑎) Tính côsin của góc giữa (𝐷𝑀𝑁) và (𝑆𝐶𝐷). 

𝑏) Hai đường thẳng 𝐴𝑁,𝑀𝑁 cắt (𝑆𝐵𝐷) tại 𝐼, 𝐻. 

Tính thể tích khối tứ diện 𝐶𝑁𝐼𝐻. 
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Giải. 𝑎) Tính cos((𝐷𝑀𝑁), (𝑆𝐶𝐷)). Ta có 

         sin((𝐷𝑀𝑁), (𝑆𝐶𝐷)) =
𝑑(𝑀, (𝑆𝐶𝐷))

𝑑(𝑀,𝐷𝑁)
. 

Ta có 

 𝑑(𝑀, (𝑆𝐶𝐷)) = 𝑑(𝐴, (𝑆𝐶𝐷)) = 𝐴𝐻 = 2√5𝑎/5. 

Ta có 

     𝑀𝑁 = √𝑀𝑂2 + 𝑂𝑁2 = √5𝑎/2 

     𝑀𝐷 = √𝑀𝐴2 + 𝐴𝐷2 = √5𝑎/2 ⇒ 𝑀𝐷 = 𝑀𝑁 

     𝑁𝐷 = 𝑆𝐶/2 = √6𝑎/2 

⇒ 𝑑(𝑀,𝐷𝑁) = 𝑀𝐾 = √𝑀𝑁2 − 𝑁𝐾2 = √14𝑎/4  

⇒ sin((𝐷𝑀𝑁), (𝑆𝐶𝐷)) =
4√70

35
⇒ cos((𝐷𝑀𝑁), (𝑆𝐶𝐷)) =

√105

35
. 
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Giải. 𝑏) Hai đường thẳng 𝐴𝑁,𝑀𝑁 cắt (𝑆𝐵𝐷) 

tại 𝐼, 𝐻. Tính thể tích khối tứ diện 𝐶𝑁𝐼𝐻. 

*) Xác định 𝑰 = 𝑨𝑵 ∩ (𝑺𝑩𝑫). 

Mặt phẳng chứa 𝐴𝑁 là (𝑆𝐴𝐶).  

Gọi 𝑂 = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷. 

Ta có (𝑆𝐴𝐶) ∩ (𝑆𝐵𝐷) = 𝑆𝑂 ⇒ 𝐼 = 𝐴𝑁 ∩ 𝑆𝑂. 

*) Xác định 𝑯 = 𝑴𝑵 ∩ (𝑺𝑩𝑫). 

Mặt phẳng chứa 𝑀𝑁 là (𝑆𝑀𝐶).  

Gọi 𝐽 = 𝑀𝐶 ∩ 𝐵𝐷. 

Ta có (𝑆𝑀𝐶) ∩ (𝑆𝐵𝐷) = 𝑆𝐽 ⇒ 𝐻 = 𝑀𝑁 ∩ 𝑆𝐽. 
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Giải. 𝑏) Tính thể tích khối tứ diện 𝐶𝑁𝐼𝐻. 

Ta có 𝐼 là trọng tâm của Δ𝑆𝐴𝐶 ⇒
𝑁𝐼

𝑁𝐴
=

1

3
. 

Áp dụng định lý Menelaus cho Δ𝑀𝑁𝐶 với cát 

tuyến 𝑆𝐻𝐽 ta có 

𝑆𝐶

𝑆𝑁
.
𝐻𝑁

𝐻𝑀
.
𝐽𝑀

𝐽𝐶
= 1 ⇒ 2.

𝐻𝑁

𝐻𝑀
.
1

2
= 1 ⇒

𝐻𝑁

𝐻𝑀
= 1 

⇒
𝑉𝑁.𝐼𝐻𝐶

𝑉𝑁𝐴𝑀𝐶
=

𝑁𝐼

𝑁𝐴
.
𝑁𝐻

𝑁𝑀
=

1

3
.
1

2
=

1

6
 

⇒ 𝑉𝑁.𝐼𝐻𝐶 =
1

6
𝑉𝑁.𝐴𝑀𝐶 =

1

12
𝑉𝑆.𝐴𝑀𝐶 =

1

48
𝑉𝑆.𝐴𝐵𝐶𝐷 

                  =
1

48
.
1

3
. 𝑎2. 2𝑎 =

𝑎3

72
. 
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